﻿CURS ELEMENTAR DE ALGEBRA £ DE i L' ■ A\ , p г la 4 11 11 c« i i 3c vinii i j ■ I ih t 1 - ''t и i : in eJa i El El UNI Л a [(l a 1 Л s S \ Lll ; n"b>n:K Bl■■ ЮЮ1Ш [tv>n\ i 8 83 www dacoromanicaro CUJRS ELEMENTAR DE www dacoromanica ro TABELA MATERIELOE Pagina, Noțiuni preliminare 1—9 CARTEA I Calculul algebric Adițiunea 10—14 Sustracțiunea 14—15 Multiplicațiunea 16—28 Divisiunea 29—42 Fracțiunile algebrice 42—54 Calculul radicalilor monomi • , , 55—64 Eserciții 64—66 CARTEA II Teoria ecuațiunilor ele gradul апіёіи Definițiuni și noțiuni preliminare 67- 85 Resolvirea ecuațiunilor de gradul ăntSiu cu o singură necunoscută 76 —80^ www dacoromanica ro Pagina Resolvirea ecuațiunilor de gradul ăntSiu cu mai multe necunoscute Definițiuni — Teoreme — Metoade de re-solvire — Metoada substituțiunei - Metoada reducțiunei Metoada comparațiunei —Metoada lui Bezut sau a factorilor nedeterminați — Regula lui Cramer 81 — 89 Resolvirea unei sisteme de trei ecuațiuni cu trei necunoscute 99—105 Resolvirea unei sisteme de n ecuațiuni de gradul ăntSiu cu n necunoscute 105 — 108 Forme particulare ale ecuațiunilor de gradul ănteiu 108—113 Esaminarea cașului caracterisat prin con-dițiunea Nu> b3 este de opotrivă cu —12«2b3 Vom pute seri dar : —5а2Ь3—7а2Ь34-6а2Ь3-=—12a263-|-6a263 ănse — 12a263se poate concepe ca resultănd din luarea lui a2b3 mai ântSiu de șese ori cu semnul—, și apoi iar de alte șese ori cu acelaș semn Astfeliu membrul al douilea al ecualităței precedente se va seri: —l2a2b3+6a2b3-— ~Ga2b3—Ga2b3+Ga2b3, sau—12а2Ь3-|-6а2Ь3=—6a2b3,căci cei duoi termini din urmă că represintănd cătimi ecuali și de semne contrarii, se anuleză Această simplificare a unei espresiuni algebrice in privința terminilor simili, se numesce redurțiune Re-ducțiunea este dar o operațiune care consista in a întruni mai mulți termini simili intr’unul singur Efectu-tuarea acestei operațiuni, care este foarte usitată în algebră, nu presintă nici o dificultate, precum am v6$ut in esemplul precedent Regula practică a acestei operațiuni se poate enunța in modul următor: cănd terminii simpli au acelaș semn, reducliunea se face adiționând coeficienții numerici și scriind literile cu esponen-ții lor Cănd terminii simili, sunt de semn contrariu reducliunea se face scăpând coeficienții numerici lutul din altul, scriind literile cu esponentii lor si dând resul-talului, semnul coeficientelul celui mai mare www dacoromanica ro 6 Astfeliu in esemplul precedinte reducțiunea termi-nilor simili —12a2b»+6a8b5 dă —6a2l>3 9 Gradul unui termin dintr’o espresiune algebrică, este suma factorilor literali ai acestui termin, sau ăncă suma esponenților literilor ce intră ia scrierea sa Așa in polinomul: 5asbt - 6аШ+1а*Ь6—8аЬс6, terminul ăntăiu 5a86!-și cel din urmă— 8abcs sunt de al cincilea grad, terminii intermediari —6a364,+7a265, de al șeptelea grad 10 Cănd toți terminii unei espresiuni sunt de acelaș grad, espresiunea se фісе omogena Așa polinomul 5а868+6а*/18—7аЬ4+8Ьв, este un polinom omogen, de al cincilea grad Gradul unui polinom omogen, poartă in special numele de grad de omogeneilale Astfeliu in esemplul precedinte, 5 este gradul de omogeneitate al polinomului 11 Un polinom se $ice ordinal după potențele unei litere, cănd diferiții sei termini sunt soriși, după ordinea crescătoare sau descrescătoare apotențelor acestei litere Așa polinomul 5x6—4®4+3®8—2x*+x+1, este ordinat după potențele descrescătoare ale literei x Litera după acăreia potențe este făcută ordinarea polinomului, se numesce litera principală sau ordinatrice Polinomul se ne-am găsi intr’o imposibilitate ; căci numerul căutat trebuind, după definițiunea citată, a cuprinde toate unitățile numerilor date -f- 2 și—3, și acestea conținând u-nitatea in moduri diferite, nu s’ar pută concepe in ce mod va trebui a fi format numărul unic căutat 21 Pentru a dă operațiunei adițiunei un ințeles lă www dacoromanica ro 11 murit in toate cașurile cuantităților algebrice, vom admite ca evidente proposițiunile următoare : 1°, Adițiunea a doue cuantilăți de aceiași specie și cu acelașu mod de esislență, dă o a treia cuantitate a căreea valoare numerică este ecuale cu suma valorilor numerice ale acestora, și al căreea med de esislență este acelas 2° Adițiunea a doue cuantilăți ecuali și cu moduri de esislență opuse, dă un resullal ecuale cu zero 3° Adițiunea sau întrunirea a doue cuantilăți de aceiași specie dar cu moduri de esislență opuse dă o a treia cuantitale a căreia, valoare numerică este ecuale cu diferința valorilor numerice ale acestora, și al căreia mod de esislență este acelaș cu al celei mai mari in valoare absolută Esemplul dejâ citat al mișcărei unui mobil m pe o dreaptă X’X poate servi a ne dâ o represintare grafică a acestor principii 0 5 7 m X' А В X In adevăr, dacă voim, 1° a evalua distanța О В a mobilului m, care s’a mișcat mai ăntău de 5 metri, din O in A, și apoi de 7 metri, din A in В in direcțiunea X’X, vom аѵё: (+O A)+(+ AB)=+OB=+OA+AB sau ' +5»)+(+7«»)=?+12'"; *) sau însemnîndu spațiele +0A, -|-АВ prin -|-a, -|-b vom ave: (+&) -H -|-b)=-|-a-|-b Asemene dacă presupunem că mobilul m, plecând din O s’a mișcat in direcțiunea contrariră XX' mai ăntăiu de 5 metri din O in A' și apoi de 7 metri din A' in B', este evident că vom ave, după convențiunea făcută: m O X' -В' A-' • X (-0A'+(—A'B' =»—0B'=—OA,'—A'B' Sau (—5m)-|-(—7m)=—12ш, ceia ce pune in evidență ăntăiul principiu ♦) Micile pariniese care figurează in aceste ecualităti, serv a a arătă mai bine semnul fiecăreia cuantități in parte www dacoromanica ro 12 2° ,Dacă mobilul т plecând din O, ajunge in A la depărtare de-|-5 metri și se reîntoarce in acest punt, este evident că distanța sa finală de puntul s6u de plecare este zero Esprimănd succesiunea acestoră dramuri percurse, cari sunt ecuali și de semn contrariu, vom аѵё : (+ O A)+( — OA)=zero, Sau (4-5m)+(— 5m =0, ceia ce e o represintare a principilui al duoilea 3° Dacă din contra mobilul m ajuns in A la o distanță de-f-5 metri de puntul O, se reîntoarce percur-găndu un drum AC de 7 metri in direcțiunea XX', este evident că oprindu-se in C, distanța sa de O, va fi de duoi metri in direcțiunea XX' sau—2 metri AnsS distanța finală a mobilului nu4, precum vedem, de cât resulta-tul întrunire! distanților parțiale percurse succesiv, prin m • 5 X' СО AX urmare vom аѵё : (+ 0A)+(—AC)=OA—AC=—ОС, Sau (4-5m)+(—7m,=4-5m—7m=^—2m 22 Adițiunea monomilor Principiile precedenți ne dau imediat mijlocul de a forma suma a două cuantități algebrice or-cari In adivgr făcgndus de semnul-f-care serve a indică, adițiunea vom аѵё : ( + а) + (+Ъ)=а+Ъ (1) (—a)+(—b——a—b (2) „("Ьа)+(—b)=a—b, (3', in cari membrii ai douilea a-|-b,—a—b, a—b,șunt sumele cuantităților cuprinse in membrii ăntSi corespun-qLetori Este de observat ca espresiunile acestor sumi se obțin scriind cuantitățile respective una după alta cu semnul seu 23 De la formarea sumei a doue cuantități algebrice putem trece ușor la acea a unui număr or-care de aceste cuantități, căci spre a formâ mai ăntăiu suma a trei cuantități, va fi de ajuns a concepe formată suma celor ăntăiu două și a represintă prin o literă valoarea unică a acestei șumi, atunci cuantitățile propuse se vor reduce la două și adițiunea lor va сасіё in unul din casuri- www dacoromanica ro 13 le cuprinse in ecualitățile (1), (2), *3' Servindu-ne de acest raționament vom trece de la adițiunea a trei la a-dițiunea a patru cuantități, și așa succesiv la acea a unui numSr or-care de cuantități algebrice monoame Vom аѵё astfeliu: (4 а)+^4"Ъ)+( +c)=a-|-b-|-( 4~c')=a+b-|-c (4 a)-ț-(—, b) î- (—с i—a—b-f-ț —■ cj^^a—b — c ( +a) + (—b)+(4-c)4-^—d;=a—b-|-c-|-(—dj=a—b d-c —d Espresiunile sumelor cuprinse in membrii din urmă, sunt formate după aceiași regulă observată mai sus, scriind monomii propuși unul după altul cu semnul seu 24 Adițiunea polinomilor Se trecem acum la formarea sumei a duoi polinomi, Fie-ne propus a adiționa po-linomul a—b-|-c—dcătră polinomulg—h-|-e—f Acest cas se poate reduce la cașul sumei a diioi monomi In adevSr represintănd Paloarea ăntSiului polinom prin + P, după cum suma terminilor positivi va fi mai mare sau mai mică decăt acea a terminilor negativi, și acea a polinomului al douilea prin + P', vom аѵё : (tp)±(±)p'=±-P±P', (4) Jn care substiduind lui WP, + P' polinomii ce represin-tă ne va veni (a— b-гc—d) + (g h+e — f)=a—b-|-c—d+g—h+e—f(5) ceia ce ni arată că suma a duoi polinomi P,P' se for-meză scriind in urma ănteiului polinom, terminii polinomului al doilea fie care cu semnul seu Este evident că va fi de ajuns a repetă raționamentul făcut ій adițiunea monomilor, pentru a estinde a-ceastă regulă la cașul adițiunei unui numSr or-care de polinomi algebrici, ’ 25, Putem dar defini adițiunea algebrică, o operațiune care are de scop, fiind dale doue sau та multe cuanli-tăți algebrice or-cari, a le întruni in una singură, scri-indu-le nna după alia și conservând terminilor fie-câreia semnele lor 26 Espresiunea sumei a mal multor cuantități algebrice se simplifică cănd aceste cuprind termini simili Simplificarea consistă in reducțiunea acestor termini www dacoromanica ro 14 Esemple: I, + 5ab —3a»c —4ab + 7 a2c suma 5ab—3a2c—4ab-}-7a2Ci=ab-|-4a' c; II 10ax2—5a2x-|- 9abc + 7 8ax3-|- 8 ax2—3a‘?x—7 a-'c -|- 9 ax3+4ax2 —8a2c—9 suma 17 ax3-}- 22ax2—8a2x—15a2c+9abe— 2 27 Nota Cuantitățile ce intră intr’o adițiune algebrică putând fi positive sau negative, adițiunea lor nu mai cuprinde ideea de crescere ca in cașul adițiunei aritmetice; de aceia se dă nume de algebrică resultatului adițiunei mai multor cuantități luate cu semnele lor, și se reservă numele de sumă aritmetică -sumei acestor cuantitățiconsiderate in valoarealor absolută Esemplu Suma algebrică a monomilor-|-3a, —5b, + 3c,—7d este espresiunea (+3a)-|-(—5b)-|-(-}-2c) + (- 7d sau3a—5b+2c—7d pe cănd suma aritmetică a acelorași cuantități va fi (3a)+(5b)+2c) + (7d) Subtragerea sau sustracțiunea 28 Sustracțiunea este o operațiune inversă a adițiunei, ea are de scop fiind dată suma a doue cuantități și una din ele, a găsi pe ceilaltă, căreia să dă nume de rest sau diferență Regula pentru formarea cuantităței căutate in această operațiune se deduce ușor din insăși definițiunea dată In adever restul trebuind a fi astfel că adiționăndu-1 cătră a doua cuantitate rcsultatul obținut să fie ecuale cu ăntăia, și acest resultat obținăndu-se după regula adițiunei algebrice prin scrierea cătră terminii restului pe acei ai cuantităței adoua, este evident că espresiunea acestui rest va trebui, afară de terminii sumei date, să conțină toți terminii celeilalte cuantități cu semn •contrariu, prin urmare restul căutat ?e va formă scriind www dacoromanica ro 15 in urma celei d'ănteiu cuantități date, terminii cuanti-iăței a doua cu semn contrariu (* Această regulă este aplicabilă in toate cașurile cuanti-tăților algebrice, ca și regulă adițiunei Esemple lp Din jcuantitatea 4-a a substrage 4~ b ; vom ave făcSnd us de semnul—, ce serve a indică o-perațiunea substragerei 4-a —(4-b)=a—b 2° Vom ave asemenea 4-a —(—b)=;a4-b 3° Din polinomul 7a4x3—6asx’4-5ar,x—4a'4-3 a subtrage 9asx*—8aRx-|-3a4—5; vom ave aplicând regula 7a4x3—6asxs-|-5apx —4a7-|-3 —Эа^х’-Ьв’х —3a44-5 Restul=7 a4 x3—15a5x2 -j-13aRx — 4a7—3 a4 4- 8 29 Decăte ori polinomii dați cuprind termini simili, disposițiunea din urmă este preferabilă, căci inles-nesce operațiunea reducțiunei Nota Sustracțiunea algebrică nu atrage după sine, in mod’ necesariu ideea de scădere, precum adițiunea algebrică nu cuprinde pe acea de crescere, ceia ce am vgtjLut In adevăr, cănd dintr’o cuantitate positivă ae propune a se subtrage una negativă, resultatul este o cuantitate positivă mai mare de căt fiecare din cuantitățile date Esemplu 4-8—(-7)=4-15 Astfeliu o sustracțiune algebrică poate ecuivalâ cu o adițiune aritmetică Imm/ulțirea sau multlpllcațiunea ’ 30 Immulțirea algebrică este o operațiune care are de scop, find date doue cuantități una numită multiplicând sau immulțil, alta multiplicător sau immulțitor, a găsi o alreia cmntitate numită product care să fie compusă în mărime și in semn cu multiplicandul precum multiplicatorul este compus cu unitatea positivă (’’) Pentru scurtarea vorbirei, cuantităfel în(6î îf putem dă numirea de subtrasul și celei adoua de subtragetorul www dacoromanica ro 16 Mulliplicațiunea monomilor Fie mai ăntăiu dați a se-îmmulți duoi monomi, ori-cari, spre esemplu, 5ab2c3d prin 7a2b4c, pre care’i considerăm ca representănd numere absolute Luând pre întâiul ca multiplicând și pre al duoilea ca multiplicator, productul lor se va forma, in virtutea definițiunel, din multiplicandul 5ab2c3d, precum multiplicatorul 7a2bsc, s’a format din unitate ĂnsS avem 7a2b4c=l 7 a 2b 4c ; Ceia ce ni arată că multiplicatorul s’a format din unitate immulțind’o succesiv prin factorii 7, a2 b4, c însemnând dar prin P productul căutat vom аѵё : P 4 c ; Sau =5 a b2 c3 d 7 a2 b4 c ; sau ăncă schimbând ordinea factorilor, ceia ce este-permis după o teoremă cunoscută din aritmetică, ni va veni P==5 7 a a2 b2 b4 c3 c d Ănsă prin semnificațiunea esponenților avem a a a=a3 b b b b b b=b'i c c c c=c4; prin urmare espresiunea productului P se va redttce la P=5 7 a3 bfi c4 d Sau P=35a3b8c4d (6 > PunSnd in locul lui P, productul (5ab*c3d)x7a2b4c} ce represintă prin abreviațiune, vom ave in fine (5ab’c3d) X(7a’b4)=35a3b8c4d (7) Această ecualitate ni arată că productul al duoi monomi or-cari se formează immulțind mai ănteiu coeficienții lor numerici, și scriind in urma productului lor fie-care literă c'un espone nl ecuale cu suma esponenților ce are in ambi monomi, 31 Regula precedinte ne va permite a forma productul unui numSr or-care de monomi In adevăr productul al trei monomi se va reduce-la acela al duoi monomi, substituind celor d’ăntSi duoi productul lor efectuat www dacoromanica ro 17 Esemplu (5a2b3c) X (8ad) X ( 7bc4)=(40a3bc3d') X (7bc4 )=280a3 b4c5d ProcedSnd astfeliu, vedem că productul unui numer or-care de monomi, se va forma immulțind coeficienții lor numerici și scriind fie care literă c’un esponent e-cuale cu suma esponenților ce are in diferiții monomi Esemplu (2ambnc)x(3a!'b4d)x(4e,fjx(5eg)^120am+pbn+ —ab (—a ( + b)=—ab 34 Regula semnelor se mai enunță, prin abvevia-țiune, in modul următoriu : Plus cu plus dă plus la immulțire minus cu minus dă plus plus cu minus dă minus minus cu plus dă minus Nota După această regulă semnul productului al mai multor factori positivi va fi totdeauna+, iar al unui product al mai multor factori negativi va fi -f- sau —,după cum numărul factorilor va fi păreche saii nepăre-che In adevăr immulțind factorii du oi căte duoi vom ave : (—a) (—b) (—c) (—d) =(4-ab) (4-cd) =- -}-abcd ’ (—a)- (—b (c ~c) (—d'? (—e] ='-|-ab] (->-cd) (—e,= ( + abcd) (—e)=-abcde De asemene potența a m’ unui număr negativ ( - a) va аѵё semnul + sau—după cum gradul m al potenței va fi păreche sau nepăreche Vom ave astfeliu : (—а)п'=тг a'» 35 Iminulțirea polînomilor In immulțirea polinomilor sunt duoă cașuri principale de distins, după cum multiplicandul și multiplicatorul sunt ambii polinomi, sau numai unul din ei www dacoromanica ro 19 Considerăm mai ănteiu cașul immulțirei unui polinom printr’un monom care jeăte cașul cel mai simplu Гіе a se immulți polinomul (a-f-b — c-f-d) prin monomul positiv m Distingem trei cașuri, după cum monomul m este, 1° un numer intreg 2° o fracțiune' de forma — 3° o fracțiune de forma -7 In cașul ănteiu multiplicatorul m fiind format prtn adițiunea unităței de n> ori cătră sine însuși, productul immulțirei (a-fb—c-f-d) m se va formă adiționând mul-tiplicandul a+b—c-hd de m ori cătră sine însuși, ceia ce se va face adiționând de m ori cătră sine însuși pe fie care din părțile sale, și aceasta va dâ ma + mb—mc-fmd : prin urmare vom ave: fa+b—c + d)Xm=am + bm—cm-|- dm (8) In al duoilea cas m find ecuale cu fracțiunea у adică cu a ra parte din unitate, productul căutat va trebui a fi a r ‘ parte a multiplicandului a+b — c-|-d а Ъ c d adicâ — -1 r r r r r căci in virtutea ecualităței ( 81 avem (a b c d1 , -1 —+— lr=a-J-b—c+d r r r 1 vу Prin urmare (a+b—c + d) A 1 + 21 H + ÎL sau a -L+ b — c— jA rrrrr r r r r v o a a l 1 căci putem sen -—•=— ■ a — r r r www dacoromanica ro 20 1 Vom ave astfeliu, punSnd m in locul fracțiunei r > (a+b—c + d) m=am4-bm—cm-J-dm In al triilea cas multiplicatorul m fiind ecuale cu o fracțiune у adicS conținSnd de n ori a ra parte a u-nităței, productul immulțirei polinomului (4-b—c-{-d) prin monomul m, va trebui a fi ecuale cu n ori a ra parte a multiplicandului, ceia ce va dă : , , n (a b c d \ an (a+b c+dj =, + bn cn do H J -7 r r r sau , ,, , ,4 n a n b n c n + d n A n (a+b—c + d) -=î —+ —— — ansă— ' r r r r r ’ r prin urmare (a-}-b—c-}-d) m=am-|-bm—cm-J-dm Așa dar in toate cașurile productul immulțirei unui po-linom pr intr’un monom, se formează immulțind succesiv terminii polinomului prin monom, ți făcend suma algebrică a productelor parțiale astfeliu obținute Nota Este ușor de vSqlut cum se va formă productul in cașul cănd monomul m va fi un numSr negativ In adevSr semnul multiplicatorului fiind atunci contrariu cu al unităței positive, semnul productului va trebui a fi contrarii! cu al multiplicandului; prin urmare va fi de ajuns o operă ca in cașul lui m positiv, cu con-dițiune de a schimbă semnele terminilor polinomului multiplicând Esemplu: * (5a—3b-}-6c)X(—7ablc)=(—5a+3b—6c) 7abc=— 35a2bc-|-2ab2c4—2abc2 36 Trecem la cașul cănd multiplicandul și multiplicatorul sunt ambii polinomi Fie a se immulți polinomul (a-|- b—c) prin polinomul (d-|-g h) Representănd multiplicatorul (d + g—h) pirn o sigură literă M, vom reduce cașul propus la cașul precedinte al immulțirei unul polinom printr’un monom,, și vom ave: www dacoromanica ro 21 (a-|-b—c) M=aM-}- ЬМ—cM Substituind lui М polinomul d-|-g—h ce represintă, ni va veni (a+b—c) (d+g—h)=a(d+g—h)+b(d+g—h)—c(d+ g—h)=ad -|- ag—ah-|- bd -|- bg—bh—(cd + cg—ch); sau ăncă făcând sustracțiunea arătată in al duoilea membru și schimbând ordinea terminilor, ceia ce nu schimbă valoarea polinomului, vom ave in fine (a-|-b—c) (d-|-g—h) = ad 4-bd—cd-}-ag-|-bg—cg—ah —bh-|-ch Așa dar productul immulțirei unui polinom prin alt polinom, se formează immulțind polinomul multiplicând succesiv prin terminii polinomului multiplicator, și fă-cSnd suma productelor parțiale, luate fie-care cu semnul determinat după regula semnelor Ș7 Esemple Fie a se immulți polinomul 10a3b-|-8a2b2 —7a prin 5a2+2b-|-3 Scriind multiplicatorul subt multiplicând, ca la immulțirea aritmetică, și aplicând regula precedinte, vom аѵё : Multiplicandul Multiplicatorul 10a3b+8a2b2—7 a 5a2 -J-Sb-bB 50a5b-|-40a4ba—35a Productele parțiale +20a8b2 -|- 16a2b8—14ab + 30a3b 4-24a2b2—21a Pro total 50a6b+40a4b2—35a8-|-20a8b2-|-30a8b^-16a, b8 -J-24a8bs —14ab—21a * Espresiunea productului total se poate pune subt o formă mai simplă punând in factor comun potențile literei a după care este ordinat acest polinom Punerea in factor comun a unei cuantități care intră in mai mulți termini ai unei espresiuni, consistă in a suprime această cuantitate in acești termini și a indica immulțirea prin ea a resultatului astfeliu obținut Procedând in acest chip polinomul precedinte se va seri: (50a8b+40a’b’)-|- (20b2+30b—35)a+(16b3 -|-24b’)a’ —(14b+21> www dacoromanica ro 22 Cuantitățile cuprinse aice in părintesc se consideră ca coeficienți ai potenților respective ale literei a Uneori factorul comun se desparte prin o linie verticală de coeficientul său, ai căruia termini se scriu atunci unul sub altul Aplicând, acest mod de punere in factor comun, polinomului ce precede, vom ave: 50a‘’b + 4Oa4b*+20b2 a + 16b3 a«—14b a +30b +24b-’ —21 -35 38 Nota Regula găsită pentru determinarea semnului unui product al duoe cuantități algebrice or-cari, este o consecință a modificațiunei introdusă in definiți-цпеа immulțirei Pentru a ne asigură că această modificare este in acord cu scopul de generalisare ce se caută in resultatele operațiunilor algebrice, este de ajuns a luă cașul particulariu al immulțirei a două cuantități algebrice, la care se poate aplica definițiunea immulțirei aritmetice, și a esaminâ apoi, sub ce condițiune espresiunea productului astfeliu obținut, va represinta in toate cașurile posibile, productul cuantităților propuse Fie de immulțit polinomul (A—B) prin polinomul (C—D), in cari А, В, C, D sunt câtimi positive și A>B C>D Este evident că, in această ipotesă, definițiunea immulțirei, astfeliu precum se dă in aritmetică, combinată cu regula sustracțiunei algebrice, va fi de ajuns pentru a forma productul immulțirei (A—B)X(C—D„ Vom аѵё (A—B)(C—D)=A' C—D — B(C—D)'=AC—AD)—(BG —BD; sau (A—B) (C—D)=AC—AD—B'J-j-BD (10) Remăne acum de esaminat sub ce condițiune, espresiunea din al duoilea membru va represinta productul www dacoromanica ro 23 immulțirei indicate in membrul ăntSiu, in toate ipotesele ce se pot face asupra cuantităților А, В, C, D Fie 1° A D Atunci C—D va fi positiv și A—В negativ (AC— AD) (BC—BD) vor fi de asemene cuantități positive, ănsă vom аѵё AC—AD B C>D Acest cas intră in cel precedinte, căci unul din factori este positiv, celalalt negativ și espresiunea membrului al douilea iarăși o cuantitate negativă Ecualitatca (10) va esista subt aceiași condițiune Așa dar pentru ca membrul al duoilea al acestei e-cualități să represinte in toate cașurile posibile productul www dacoromanica ro 24 immulțirei indicate in membrul ăntSiu, cu alte cuvinte pentru ca formula *} constituită de această ecualitate să fie generala, trebuie a conveni că productul alduoi factori este positiv sau negativ după cum semnele factorilor sunt asemene sau contrarii Această convențiune nu e alta de căt ănsăși regula demnelor dedusă din definițiunea immulțirei, prin urmare această definițiune cuprinde toată generalitatea cerută de formulele algebrice 39 Teorema I Când duoi polinomi sunt ordinați după potențile crescetoare ale aceleiași Utere, terminii estremi ai productului lor ordinal in acelaș mod provin respectiv, fără nici o reductiune, din immulțirea terminilor estremi ai mulliplicandului și multiplicatorului- In adevSr dacă polinomii propuși sunt ordinați, spre esemplu, după potențile descrescătoare ale aceleieși litere, este evident că terminul ăntSiu al productului ordinat in acelaș mod, trebuind а аѵё gradul cel mai inalt va proveni din immulțirea terminilor de gradul cel mai inalt din multiplicând și multiplicator, adicS din immulțirea terminilor ăntSi Terminul din urmă al productului trebuind de asemene, după modul de ordinare presupus, a fi de gradul cel mai mic, va proveni din immulțirea terminilor de gradul cel mai mic din multiplicând și multiplicator, adicS a terminilor din urmă Esemplu 5ax3-|-4a2x’1—3a3x!-|-2a4 +2ax «=a«4-b,-|-c»4- , 4-k2 -|-2(ab+ac-f- ) (15) in care presupunem că polinomul a-|-b4-c-|- +k cuprinde n termini Remăne de arătat că pătratul polinomului a-|-b-|-c-f- 4-k-f-l compus din n-|-l termini se formează in acelaș mod Represintăm pentru acest scop, prin s suma celor n din urmă termini și avem (a-|-b-f-c-|- -f-k-f-l)*=(a4-s)î=as4-2as4-s*, (16) in care s find un polinom de n termini, avem prin ipotesă s*=i4b+c+ 4-k4-l)*=b*4-c*-|- +k»4-l» +2[bc+ +bk+ ], de unde formula (16) va deveni (a+b+c+ -j-k-|-l/=ia*4-b*4-c*4- +к3+1* -f-2[ab-|- ac+ ] Făcănd succesiv n=3, =4, =5, ^6, & &, formula precedinte ne arată că teorema este adevărată pentru un polinom de 4, 5, 6, 7, & termini; prin urmare paf-ralvl unui polinom or-care este ecuale cu suma pătratelor terminilor sei, plus duplul sumei productelor lor, luați eăte duoi, ceia ce eră de demonstrat Esemplu (3x3—5x*-|-4x—2 }2—9xe-|-25x4-|- 16x*-j-4 (—15x5 4-12x4—6x3 1 +2X 9xe-30x®+49x4—52xs4-36x2 - 16x+4 www dacoromanica ro 29 împărțirea sau divisiunea 45 Divisiunea este o operațiune inversă a multip-licațiunei in care se dă productul al duoi factori algebrici fi unul din ei, fi se caută al duoilea factor Productul și factorul dați se numesc : devidend și divisor, iar factorul căutat cuoțient sau câtu 46 Regula semnelor Regula pentru determinarea semnului unui coțient algebric se deduce din definițiunea precedinte și din regula semnelor multipli-cațiunei Cuoțientul find in adevăr unul din factorii dividendului al căruia celelalt factor este divisorul, semnul seu va trebui a fi ecuale sau contrariu cu al di-visorului, după cum dividendul va fi positiv san negativ Tabloul următor cuprinde toate cașurile ce se pot presinta Dividend Divisor Cuotient ■ + + + - - — + + — — — + — In practica divisiunei regula ce precede, se enunță abreviat, precum urmează : • + cu + dă -|- la cuoțient — — + — + — 47 Divisiunea monomilor In divisiunea u-nui monom prin alt monom, cuoțientul căutat nu poate fi decăt un monom, căci monomul dividend nu poate resultâ decăt din immulțirea a duoi monomi Pentru a găsi acest monom este de ajuns a observă că după difinițiunea divisiunei cuoțientul trebuie a fi astfeliu ca immulțindu-1 prin divisor, resultatul obținut să fie ecu-ăle cu dividendul De aice, in virtutea regulii immulțirei monomillor, urmează că: www dacoromanica ro 30 1° Coeficientul dividendului este prductul coeficientului divisorului prin acel al cuo (lentului; 2° Exponentul unei litere din dividend este suma exponenților ce are aceaxlft literă in divisor și cuoțienl^ prin urmarj cuoțientul căutat se va forma împărțind coeficientul dividendului prin acel al divisorului, scă-dind din esponentul fiecăriea litere a dividendului exponentul literei respective din divisor și scriind au es-ponenții lor literile cari se află numai în dividend Esemplu 24a4b3c2d: 3a2bc=8a2b’ed 48 Nota Regula precedinte conține in mod implicit condițiunile de posibilitate ale divisiunei unui monom prin altul Ea ni arată că pentru ea un monom să fie divisibil prin altul, cu alte cuvinte ca cuoțien-tul lor să fie un monom întreg, trebuie: 1° coeficientul dividendului a fi divisibil prin acel al divisorului, 2° dividendul a conține țoale literile divisorului și exponentul fie-căriea a fi mai mare decăl esponentul literei respective din divisor Cănd aceste condițiuni nu sunt îndeplinite cuoțientul divisiunei este un monom fracționariu*; sau fracțiune algebrică 15a3bc Esemplu: 15a3bc : 9a5gh= 9a6gh 49 Despre esponentul zero și esponenții negativi Fie dat a împărți a® prin a", in care m și n sunt două numere or-cari întregi și positive Făcănd pentru *) Лігёіч condițiune relativii la coeficientul numerien al dividendului pont1 să nu esiste tară ci să inceteză cuoțientul de a fl întreg Esemplu 5a‘-b3c: 7ab"’= 3abc, este o cuantitate algebrică in'reagă www dacoromanica ro 31 un minut, abstracțiune de condițiunile precedinți ale divisibilităței monomilor, vom аѵё am : an=am—n (И) Ceia ce ni propunem este a vidă supt ce condițiune a-ceastă formulă poate devin! aplicabilă or cari ar fi re-lațiunile de mărime intre m și n Trei ca-uri se pot presintâ, după cum va fi 1° m)>n, 2° m=n, 3° m —86a3b3—37a?b4-|-59abB—35b6, prin 3a*-|-2ab—5b* www dacoromanica ro 35 Vom аѵё: 45a’1i+ б4аЧП—86аЗЬ«—37a"b'+ 59аЬ5 35b6 Зл2+ 2ab—бЬЗ —4ба5Ь-30а*ЬЗ +75ЬЗЬ3 ТбйЗЬ +8а2Ь2— R1= 24а«Ь2—11аЗЬЗ-37а2Ь’+69abS-36W 9»bs+7bV —244^2—16^363+ 40а2М 1^= ' ' —27aSbS+ ЗПЬ? +59ab5—35b6 27пЗЬЗ+ 18i2b4—45аЬ6 R= 21а2 b'+14ab5—35b6 J-21a2b 4—14ab5 +35b6 В4= О Restul al patrulea însemnat prin R4 care se cetesce R semnul sau indiciul patru, find ecuale cu zero, di-visiunea propusă este posibilă Noia Practica acestei operațiuni se mai simplifică observând că terminul ăntSiu al unui rest asupra căruia s’a operat se apulează prin sustracțiunea din a-cest rest al productului provenit din immulțirea ter-minului ăntSiu al divisorului prin terminul corespun 2° A divide x^-j-am prinx—a Divisiunea este imposibilă căci resultatul substituțiunei lua a in locul lui x in dividend este ат-|-аш=2ат FăcSnd divisiunea găsim xm-Lani 2am -=x - www dacoromanica ro 56 72 Nota Cănd condițiunile precedente nu sunt satisfăcute^ cu alte cnvinte cănd cuantitatea de subt radical nu este o potență perfectă corespunzătoare la indiciul radicalului, atunci operațiunea estragerei de rădăcină remăne indicată numai, fără a se pute efectua in mod esact In acest cas se află |Z~A, cănd A nu este o potență a na perfectă a nici nnui numSr Espre-siuneaj/ A se numesce atunci numer incomensurabil și se demonstră că represintă limita* unui șir de numere ale căror a na potență se apropie in definit de A Aplicarea regulei mai sus formulate, pentru estragerea de rădăcină dintr’un monom, ne duce in asemene cașuri la esponenți fracționări Avem n 1 ]/ a=an, n m ]/am =a“ m fiind primu cu n După semnificarea ce se atribuie esponenților, cuan' 1 m titățile nu presintă nici un ințeles; totuș este evident că se pot, fără nici o contradicțiune, introduce in calculul cu condițiune de a le considera ca represintănd radicalii din cari provinu Astfeliu vom conveni a con- 3 3 1 2 sidera ca ecuivalente espresiunile a2 și Va2; a2 Va In alte cuvinte o cuantitate cu esponent fractionariu oroare ni va represintă un radical al cărui indiciu va fi, numitorul și al cărui esponent va fi numerătorul Vom аѵё astfeliu p r ar ]Vap *) Limită a unei cuantități- variabile, se numesce o cuantitate flesă de eare cuantitatea variabilă se apropie indefinit fără a o pute ajinge Astfel aria cercului este limita ariei unui poligon inseris al cărui număr de laturi eresee indefinit www dacoromanica ro 67 13 Despre transformarea radicalilor Cu ajutorul con-vențiuuei precedente regula estragerei de redăcina din-tr’un monom devine aplicabilă in toate cașurile, in înțelesul că sau ni dă o espresiune rațională, sau ne duce la os mplificare-a radicalului cănd aceastaeste cu putință ESemple: 1 j>2Wb=3a icu că se poate seri m m )/ Ъ amb; căci, aplicând membrului al duoilea al acestei ecuali-tăți regula estragerei de rădăcină, avem www dacoromanica ro 59 m mim Țdamb^=am bm=a]/b, după semnificarea dată cuantităților cu esponenți fracționări Cănd monomii a și b sunt respectiv de forma p«n, q/3r Atunci vom seri Р«ПУ q^r=V (p«")m (qăî)~ Aplicând membrului al douilea regula estragerei de rădăcină ni va veni: J/(pa% (q/3‘)=(pan) (p/3r) ’ ceia ce era de aratat Vice versa Cănd esponentul unui factor de subt radical este divisibil prin indiciu, factorul se poate scoa-te afară de radical, dacă impărțim acest esponent prin indiciul radicalului Astfeliu vom аѵё 6 5 ]/al5b2=a3 ]/b2; Căci in virtutea teoremei precedente putem sen 5 5 aVb2 =Уа15Ь’ 77 Nota In stabilirea regulelor relative la calculul radicalilor monomi considerăm valorile absolute ale cuantităților de subt radical, astfeliu că espresiunea generală n }/A represintă o singură valoare, căreia i se dă nume de valoare aritimetică a radicalului sau delermi-națiunea sa aritimetică 78 Duoi radicali se 10a ]/c’d— 4b]/b’c—5a ]/b’c-f-ЗЪ]/c’d =(10a+3b) ]/c*d—(4b+5a)]/b*c 80 Multiplicațiunea radicalilor Euoi radicali cari au acelaș indiciu se immulțesc daeă se im-mulțesc cuantitățile de sub radical și productul lor se scrie sub radicalul comun www dacoromanica ro 61 m ți Fie propus a immulți a Pr'n V b Pic Că vom аѵё: J/a, ]/b ) 15a‘-b—20ab2 5ab(3a—4b) ' 5ab(3a—4b) 3a 4-4b —- 5ab 5o Cum se modifică valoarea unei fracțiuni cănd se adaoge aceași cuantitate la ambii sei termini Fie-^fracțiunea propusă Adăugind la ambii sei ter- • a+m , mim unu numer m, vom аѵё —a căreia valoare va, b+m „ a a a+m a D/> Această propietate a rădăcinelor de a face membrii unei ecuațiuni identicu ecuali intre ei, prppietate care resultă din însăși definițiunea lor, se esprimă (jicSnd că ele verifică sau satisfac ecuațiunea Nota Din cele ce preced vedem că pentru ca un пцтёг dat să fie rădăcină a unei ecuațiuni? trebuie si pste de ajuns ca substituita fiind in locul necunoscutei in ecuațiune, să facă membrii acesteia identicu ecuj li intre ei 89, Numita grad ințr’o ecuațiune cel mai inalt dintre gradele deferiților termini jn raport cătrănecunoscute Astfeliu ecuațiunile urtaătore: www dacoromanica ro 69 Зу2+2хгу=10х 3x2-f-9x=—5 2x+ 3y=25 sunt, ănteia de gradul al treilea, a doua de gradul al duoilea și a treia de gradul ănteiu, 90, Ecuațiunile se disting intre ele după gradul lor și după numerul necunoscutelor ce cuprind Așa in ecuațiunile precedente ănteia este de gradul al Ir silea cu duoe necunoscute, a doua de gradul al doilea cu o singură necunoscută; a treia de gradul ănleî cu duoe necunoscute Afară de grad și numerul necunoscutelor ecuațiunile se mai împart in ecuațiuni numerice și ecu-ațiuni literale O ecuațiune se 35x ; ducem terminii necunoscuți in al duoilea membru, lăsând cel cunoscut in ănteiul și avem 276 35=35x—7x—5x sau 9660=35x—12x=23x sau 23x=9660; 9660 de unde x= =420 (a) 23 Pentru a ne asigura in mod direct că această valoare www dacoromanica ro г 80 а lui х este adevărata soluțiune a ecuațiunei (« , este de ajuns a o substitui in locul lui x in această ecuațiune, sciind că resultatul acestei operațiuni trebue să fie o ecualitate identică FăcSnd astfeliu avem 4" -47— + 276=420 sau 84+60+276=420 sau 420=420 II Fie ecuațiunea literară ±+b=c L X X Pentru a o resolvi procedem in modul următoriu : Ducem terminii in x in membrul ănteiu și termini independenți in membrul al duoilea, ceea ce ni dă a d , —+—=c—b x 1 x a+d 1 sau —=c—b (p ) Immulțind ambii membri ai acestei ecuațiuni prin numitorul x ni va veni a+d=(c—b)x sau (c—b)x=a+d (/3") Aice este de esaminat dacă ecuațiunea (fi") nu conține soluțiuni streine ecuațiunei căci factorul prin care am immulțit ecuațiunea precedentă este insăși necunoscuta X, Soluțiunile ănsă streine ecuațiunei propuse pre cari le poate аѵё ecuațiunea (fi") nu pot fi, precum seim, decăt soluțiuni ale ecuațiunei aucsiliare m=o, www dacoromanica ro 81 care iu cașul de față se reduce la х=зо Ansă valoarea zero nu este o soluțiune a ecuațiunei' /9"), prin urmare această din urmă este ecuivalentă cu ecuațiunea propusă Așa dar valoarea căutată a necunoscutei va fi a + d c - b Resolvirea ecuațiunilor de gradul ăntfciu cu mai multe necunoscute 102 Definițiuni Cănd mai multe ecuațiuni cu mai multe necunoscute admit împreună aceleași soluțiuni, complecsul lor constituie ceea ce se numesce o sistemă de ecuațiuni simultane Duoe sisteme de ecuațiuni simultane se D=D/ O soluțiune or-care a sistemei' 1) făcând pe x ecuale cu A, vom pute, in celelalte ecuațiuni ale acestei sisteme, înlocui pe x prin A; ăns$ această substituțiune transformă pe В și B' in Bf și В,' pe C și O' in C, și O,'; pe D și D' in D, și D,' Ecuațiunile dar a sistemei (1) se i-dentifică atunci cu cele a le sistemei (2); așa dar solutiu-* nea considerată a sistemei 11) verifică sistema (2) Viceversa or-се soluțiune a sistemei(2) verifică sistema propusă, căci A devenind identic ecuale cu x, vom риіё pune in ecuațiunile următoare ale acestei sisteme in locul lui A pe x, și atunci B, se transformă in В și В/ in B’; Gr in C și Q,‘ in O'; D, in D și in D' Prin urmare aceste eca-uțiuni vor deveni identice cu ecauțiunile corespunqletoare a le sistemei il\ cu alte cuvinte sistema (2) prin această substituțiune va deveni identică cu sistema (1); prin ur www dacoromanica ro 84 mare soluțiunea considerată va verifică pe această din urmă Sistemele (1) și (2) sunt dar ecuivalente, ceia ce era de arătat 106 Trecem acum la resolvirea insăși a unei sisteme de ecuațiuni de gradul ănteiu cu mai țiuite necunoscute Distingem duoe cașuri principale, după cum numerul ecuațiunilor sistemei este ecuale sau neecuale cu numerul necunoscutelor Insemnănd numerul ecuațiunilor prin Ne și acel al necunoscutelor prin Nn , primul cas principal de care ni propunem a ne ocupă va fi caracte-risat prin condițiunea Ne=Nu Fie propus a resolvi sistema generală următoare : ax-]-by=c a'x-|-b'y=c‘ (1) Pentru a facilită resolvirea acestei sisteme vom consideră mai ănteiu cașul particularîu: ax+by=c a‘x=c' (1) Ecuațiunea din urmă fiind cu o singură necunoscută ni va da imediat x=v- ănsă necunoscuta x represintănd prin ipotesa aceeași valoare in ambele ecuațiuni a le sistemei, vom pută substitui in locul seu in ănteia ecuațiune valoarea—^— a trasă din a duoa, ceea ce ni va dă: a-^+by=c www dacoromanica ro 85 ч ас ca —ас sau by=c -7= -; J а а sau у— ca'—ас' (4) ba' Volorile (3) și (4) constituesc împreună soluțiunea unică a sistemei (2 j; căci x admite o singură valoare c' a’’ din care pentru у resultă earăși numai o singură valoare ca’—ac' ba' Ducănd aceste valori in sistema (2) trebue să căpătăm ecualități identice Grăsim in adevăr a e' , b (ca'—ac') — d—-—/=c a ba ac ca —ac sau —H -s=c ’ a a ac , ac sau —j4-c —r-=c a, a sau e=c, De asemenea sau c t a1,—,=c a‘ c'=c* www dacoromanica ro 86 Vedem dar că resolvirea sistemei este foarte simplă Este de ajuns a determină mai ănteiu valoarea necunoscutei care intră singură in una din e^uațiunt ți a o transporta apoi in ceialalta ecuațiune, care servă atunci a determina valoarea celelalte necunoscute 107 Spre a resolvi sistema (1) căutăm a o reduce la forma sistemei (2) Pentru aceasta este necesariu a face să dispară nna din necunoscute dintr’o ecuațiune a sistemei propusă, ceea ce se Aplicând ecuațiunilor (r) regula practică, vom găsi , a"b'—b''a' ab'—ba' ab"—ba" ab' —ba' www dacoromanica ro A05 J?up6pd ppestp vpjori ір epuațjunea (г'), vom аѵё а('Ъ'—-Ъ"а' , , ab"—Ъа" ' рЪ'т—ba' Т а ab'—Ъа' “с а"Ь'—b"a' ab"—Ъа" „ ab'—Ъа' ’’ с аЪ'—ab' С d( а"Ъ'—b''a')+d'(ab"—ba")—d"(ab'—ba') sau z c(a"j,'—b"a')4-c'(ab"—ba")—c"(ab'—ba') Г Sau ăncă d(a"b'—b"a')+d'(ab"—Ъа")+d''(ba'—ab') c(a"b'—b"a')+c'(ab" —ba")+c"(ba'—ab') Vom găsi asemene d(a"c'—c"a')4-d'(ac"—ca")4-d"(ca'—ac') b(a"c'—c"a')+b'(ca"—ca")+b"(ba'—ac) ‘^S ' d(b"c'—c"b')+d'(bc"—cb")+d"(cbf—bc') X a(b"c'—c"b')4-a'(bc"~cb")+a"(cb'—Ъс') 8 120 JResolvirea unei sisteme de n ecuațiuni de gradul dnt&iu cu n necunoscute Fie propus a resolvi sistema A=*A' B=B' C=C' D=D' (1) L=L' Algebra 8 www dacoromanica ro 106 pre care o presupunem compusă din n ecuațiuni cu n necunoscute Aplicăm metoada substituțiunei Resolvind ănteia ecuațiune in privirea uneia din aceste necunoscute, de esemplu in privirea lui x, vom căpătă sistema ecuivalentă: x=A B=iB' p, P> D=d)' (2) I Substituind lui x din celelalte ecuațiuni valoarea sa dedusă din ănteia, vom forma sistema ecuivalentă următoare : х=Л B, =B' C, =C', T),=D', (3) in care ănteia ecuațiune conține n necunoscute, ear celelalte n 1 ecuațiuni conțin numai n—1 necunoseute Spre a resolvi această sistemă ya fi de ajuns a resolvi cele din urmă n—1 ecuațiuni cu n—1 necunoscute; căci ducănd valorile acestora in ăntSia ecuațiune a sistemei 3) vom determina și pre a na necunoscută te Așa dar resoloireu unei sisteme de n ecuațiuni cu n necunoscute se reduce la acea a une sisteme den—1 ecuațiuni cu n—L necunoscute Rosolvind a duoa ecuațiune a sistemei (3) in privința unei a duoa necunoscute y, și ducSnd valoarea sa in celelalte ecuațiuni vom ave : www dacoromanica ro 107 X= 4 y=B C2=;P2C'2 (4) D2=D'2 Această sistemă ecuivalentă cu sistema propusă este mai simplă de căt cea precedentă, căci singură ănteia ecuațiune conține n necunoscute; a duoa conține n—1 ear celelalte n-2 ecuațiuni conțin numai»—2 necunoscute Spre a resolvi această sistemă va fi de ajuns a resolvî cele din urmă n—2 ecuațiuni cu n—2 necunoscute; căci ducSnd valorile acestora in a duoa ecuațiune vom determina valoarea lui у și substituindu-le apoi împreună in ănteia vom determina și pre acea a lui X Așa dar resolvirea unei sisteme de ecuațiuni de gradul ănteiu cu n necunoscute va fi astfeliu redusă la acea a unei sisteme de n—2 ecuațiuni cu n — 2 necunoscute Continuând in acest mod vedem că vom ajunge la o sistemă x=/l y=B z=C (m) Ln-i—L' (ni ) in care ănteia ecuațiune cuprinde n necunoscute, a duoa n—/, a treia n—2 și așa pănă la cea din urmă www dacoromanica ro mș care cuprinde o singură necunoscută Resolvirea acestei ultime ecuațiuni va determină una din necunoscutele sistemei propuse Vucend valoarea acesteia in ecuațiunea penultimă, vom determină o a duoa necunoscută ; ți astfel treptat vom ajunge a determină toate necunoscutele printr’un șir de resolviri de ecuațiuni de gradul ănteiu cu o singură necunoscută 121 Forme particulare a le ecuațiunilor gradul ănteiu, Ecuațiunile diferitelor sisteme de a le căror resolvire ne-am ocupat pănă acum cuprindeau fie-care numărul total al necunoscutelor sistemei respective; se poate ănsă intimplâ ca intr’o sistemă dată de ecuațiuni, să nu cuprindă fie-care ecuațiune toate necunoscutele Atunci va fi avantagios a începe cu eliminarea necunoscutei care intră in cel mai mic număr de ecuațiuni Fie, spre esemplu, de resolvit sistema 4x—5y+2u=6 3x-|-z—u=14 («) 7y+u—x=45 y-H2x—2z-|-u=îlO Incepănd cu eliminarea lui z care intră numai in ducă din ecuațiunile propuse, vom ave z=il4+u—3x sau yl-x-l-u— 2 14]-a—3x)=al0 4x—5y+2u=6 (jl) 7y-|-u ~ x=45; z=14-|-u—3x y+8x—u=38 4x—5y-f-2u=6 (fi') 7y+u—x=45 www dacoromanica ro îtesoTvînâ a doua ecuațiune a acestei sisteme in privirea Itd у -Și substituind valoarea sa th eelaîte ddtte din urmă, vom căpăta sistema; jș=144-u—3x y=38+u—8x 44x—3u=196 (7) 57x—8ц=221 Eliminând, intre aceste doue din urmă» ecuațiunj, necunoscuta u prin metoada reducțiunei, ѵощ avfe 352x— 171x=1568—663 sau 181x=905; Ducănd acestă valoare in ecuațiunea din urmă, ni va resulta pentru determinarea lui u Й7 5—8u=221 sau 8u=285»—221 sau u=^=8 O Valorile Idi я și u duse in cele de’ntein doue ecuațiuni a Ie sistemei (7) ni dau z=14+ 8—15=7 y=3 8 8—40*=^ Așa dar soluțiunea sistemei (а) вё compune din valorile www dacoromanica ro 110 122 Resolvirea unei sisteme de ecuațiuni se poate asemene simplifica cănd ecuațiunile sunt de forma x+y+z+t=ia y+z+t+u=b z+t+u+x=c (1) t+u+x+y=d u+x+y+z=e In acest cas ecuațiunile se $ic simetrice in privirea necunoscutelor Observând că fie care necunoscută intră in acelaș mod in patru din ecuațiunile acestei sisteme, vom ob-ținfe adunăndu-le membru cătră membru: 4 (x+y+z+t+u)=a+b+c+d+e ■ i ixi a+b+c+d+e sau x+y+z+t+u= £ - (2) SubtrăgSnd succesiv din această ecuațiune pre fie care din ecuațiunele sistemei (1) vom determina imediat valorile necunoscutelor Vom аѵё xt= 4 a+b+c+d+e a+b—3c+d+e 7 4 C ' 4 a+b+c+d+e a+b+c—3d+e Z 4 4 a+b+c+d+e a+b+c+ d—3e 4 e 4 a+b -|-c+d+e u= b+c+d+e—ca — a=^ -i www dacoromanica ro 111 123 Nola Cănd necunoscutele intră in acelaș mod in toate ecuațiunile sistemei ca in esemplul precedent, atunci resolvirea se face ușor or-care ar fi potența necunoscutelor Fie spre esemplu, sistema următoare: x3-py3-|-z3=a y3+z3-|-t»=b (3) Z3 + t34-X3=({ t3-|-x3 + y3=d Vom аѵё, adunând aceste ecuațiuni membru cătră membru 3[x3+y3 4- z3+t3]=a+b+c+d sau x3+y34-z8+t3=a^~b^'°+- (4) Scă(Jind succesiv din această din urmă ecuațiune pre fiecare din ecuațiunile sistemei (3), vom аѵё: a-}-b+c+d , a—2b-]-c-]-d x*= J -b= 5 - , a+b+c-|-d a-]-b—2c-|-d yt= 3 -«= 3— a-|-b + c + d a-}“b“|-c—2d Z~ 3 d= 3 a-|- b-J- c-J- d b4-c-|-d—2a = 3 a= 3 De unde estrăgSnd rădăcina cubică din ambii membri ai ecuațiunelor (5) vom capata valorile simple a 1 e necunoscutelor Vom аѵё: www dacoromanica ro 112 (6) 124 Resolvirea unei sisteme de duoS ecuațiuni se face foarte răpide cănd necunoscutele intră subt formă de sumă și diferința Fie, spre esemplu, sistema Х+У=а 7 x—У—b 7) Adunând si scătjind aceste ecuațiurii membru bătrâ, membru, vom ave 2x=a-f-b, 2y=a—b; Sati a+b X=-2- a—b 2 Așa dar cănd doue ecuațiuni represintă, una suma a doue necunoscute, Ceidlaltă diferința lor, tilunCi valorile acestora se determină imediat făcend SiiiCeSiv, iumă ți diferința acestor ecuațiuni www dacoromanica ro 113 Nota Aceiași regulă se poate aplică sistemei următoare : xm—yn=b (<>) Adunând și șubstrăgănd aceste ecuațiuni membru cătră membru, avem a+b xmc=-2— ( N„ Vom аѵё, spre esemplu ax+by+cz=d , (s> fc'k+b'y+c'zc±xd' Trecgnd terminii in z in membrii ai duoilea, sistema precedentă se va seri: www dacoromanica ro 114 ax+by=d—cz 0) a'x+b 'y=d'—c'z Regula lui Cramer ni va dk (d—cz)b—b(d'— c'z) X ab'—ba' a(d'—c'z) - (d—cz)a' ab'—ba' ’ c, (db' - bd')+(bc'— cb')z bau x=; -,— - ab —ba (E") (ad'—da')-f-(ca'— ac')z ab'—ba' Aceste espresiuni a le necunoscutelor x și у verifică ecuațiunile sistemei (e), or care ar fi valoarea lui z In acest cas sistema propusă se фісе nedelerminată, căci pentru or-ce valoare a necunoscutei z formulele (s") dau o soluțiune a ecuațiunilor («) 2° Să considerăm acum cașul subordinat Nu o Din această definițiune deducem ușor următoarele consecinți 1° O cuantitate positivă este mai mare de căt o cuantitate negativă or-care Esemplu 3>—9 căci după regula generală a subtracțiunei algebrice avem 3—(-9)=3+9==12>o 2° D’intre doue cuantități negative aceea este mai mare a eăreia valoare absolută este mai mică In adevăr vom seri: —3>—10; căci —3 -(—10)=-3+10=7>0 Și in general însemnând prin a și m numere absolute, vom аѵё —a>—(a+m) căci —a—(—(a+m))=—a4-a-|-m^>o www dacoromanica ro 117 3o Or-ce cuantitate negativă esle mai mică de căt aera In ade ѵёг afiind un питёг or-care positiv, putem tot deauna seri —a; căci avem o (—а)с=з-|~а 128 Teorema I 0 inecualllale nu se schimbă (iți conservă sensul) cănd mărim sau mieșurăm ambii sei membri c’un acelaț питёг Fie inecualitatea a>b (1) Vom ave in virtutea definițiunei a—b>o (2) Sau Sau de unde a+m—m -b>o (a+m) (m + b)>o (3); a+m>b+m (4) Vom putd asemene seri, fără a schimba inecualitatea (2) de unde a—m+tn—b>o sau (a—m)—(b—m)>o ; a—m>b—m (5) ceia ce demonstră teorema I Din această teoremă resultă, ca și in teoria ecuațiunilor, o regulă practică pentru transpunerea termini-lor dintr’un membru intr’altul Esemplu Fie ax+b>a'x+b' www dacoromanica ro 118 Scădind succesiv din ambii membri ai acestei ine-cualități b și a’x vom аѵё: ax—-a'x^>b’—b ; in care terminii a'x si b trecSnd dintr’un membru in-tr’altul și-au schimbat semnul 127 Teorema II O inecualitale nu’și schimbă modul seu de a fi, cănd immultim ambii, seimembri printr' acelaș numer positiv Fie inecualitatea a>b sau a—b>o (6) Immulțind printr’un factor m positiv, vom ave : de uude mia—b)>o sau am—bm>o ; am>bm (7) împărțind a semne prin m inecualitatea (6) ni va veni fczb >>„ m a b sau m m sau —(8) m m ceia ce demonstra teorema II 130 Nota Cănd numerul m cu care immulțim sau impărțim ambii membri ai unei inecualități este negativ, atunci inecualitatea resultantă iși schimbă modul seu de a fi www dacoromanica ro 119 Esemplu Fie 4>3 sau 4—3>o De unde immulțind prin —2, ni va veni —2(4—3 ) b (9) sau (a—b)>o (9/ Immulțind această inecualitate prin factorul negativ —m, vom obține resultatul negativ—m(a—b); prin ur mare vom seri —m(a—b, b=b', după care această ecuațiune se reduce la ax-]-b=ax-]-b Această ecuațiune fiind identică, este verificată or care ar fi x Cu alte cuvinte valoarea necunoscutei x in acest cas este nedeterminată Așa dar va trebui a consideră forma singulară-^ din formula (7), ca un simbol de nedeterminare 734 Nota Une-ori simbolul-^-represintă o nedeterminare numai aparentă, Esemplu Fie espresiunea fracționară x—2 xs—4 Pentru x=2 numerătorul și numitorul acestei fracțiuni devin ecuali cu zero, prin urmare vom avă: x—2 X xs—4 f n care tunul В aruncă линии 7 j ănsă tunul В întrebuințează in 3 aruncături nC' aș' câtime de prai'pre care o 1 drebuințază tuutl A in 4 : Se întreabă câte boatnbe trebu e să a un e al duoden tun pentru ca se inlrebuințezâ acei'și căliuie de p’a,' ca șt ănteiul ? ProcedSnd ca in problema precedenta, găsim ecuațiunea : ax=36a' + a'x' 3 8 in care a= a Ș1 x -^x’ 3 3 8 de unde ax=36 a+ -^a- Sau x=27+-^-x Sau x=189 143 Problema IV Corona oprită lui Jupifer de Hîeron reg^e Sira'usei era d" 23 bvre in greutate Valoarea non lului se > spe -i "ic delerwnal de Archimede era 19 Pretupu >e 11 că comp is'itiane i coroanei era un a ia/iu le >ur ș a-g^al și seini ci naibii specific ui aurului esle l- 19,‘ii și al a g> ui ului 10,5 a găsi căt aur și cât arg'nl ciuținea coroana? Insemntnl prin x pondul aurului și prin у acela al argintului, vom ave o întâie ecuațiune a problemei x r y=20 (1) Pentru a glsi a doua ecuațiune observăm,, că ceea ce se numesce pond specific al unui corp or-care C, fiind rapo ч il intre pondul acestui corp și pondul unui www dacoromanica ro 137 portul intru pondul acestui corp și pondpl unui ecuale volume de apă, vom аѵё in care p represintă pondul specific al corpului C, Pe pondul seu propriu dis și Pa pondul apei cuprins subt un volume V ecuale cu volumele corpului C Ansă dacă convenim a lu'a ca unitate de pond pondul apei cuprins subt unitatea de volume, atunci numărul care esprimd pondul apei va fi acelaș cu numeral care esprime volumele seu Vom аѵё astfeliu P,=V Formula («) va deveni dar de unde V=—- P ceea ce ni arată că împărțind pondul propriu V 2» V=V' 3° V l Formula ni mai arată că cu căt repegiunea V'va cresce apropiin-du-se de V, cu atăt valoarea у y,va mai mare; căci numărătorul aV remănănd constant și numitorul V—V' micșurăndu-se valoarea fracțiunei va cresce Distanța dar a puntului I de puntul A va deveni in această ipotesă, din ce in ce mai mare Acest resultat, dedus din formulă, este in acord cu circumstanțile fisice ale problemei; căci este învederat, că cu căt repegiunea V' cu care se mișcă curierul din B, ya fi mai mare, cu atăt va fi mai lung drumul percurs de curierul ce pleacă din A pentru a’l ajunge 2° AvemV=V' In acest cas formula (e) devine x=—с=эо, ceea ce ni arată că valoarea necunoscutei, o in această ipotesă, este mai mare decăt or-се mărime www dacoromanica ro 145 dată, sau in alte cuvinte, că nu esistă o mărime ficsă care să poată în acest cas a fi ecuale cu valoarea distanței intre puntul A și puntul I Esaminănd, de-a-dreptul, circumstanțile fisice a le problemei ajungem la o conclusiune concordantă In adevăr in minuntul plecărei curierii se află depărtați intre ei prin distanța AB=a; mișcăndu-se ănsă cu a-ceiași repegiune vor remănă neîncetat la aceiași depărtare reciprocă, prin urmare nu se vor ajunge nici odată Dacă acum pe lăngă condițiunea V=V' presupunem că avem in acelaș timp a=o, atunci formula (e) ni dă o x= o siiiibol al unei cuaniitățt ned'eferrhirtat& Valoarea necunoscutei x estej in Acest cas, in ade!-văr nedeterminată căci curierii plecănd din acelaș punt A și mișcăndu-se cu aceiași repegiune, se vor afla necontenit împreună ; prin urmare fie-care punt, al drumului percurs, va pute fi considerat ca un punt al lor de întâlnire 3° Avem V ȘÎ a coreea disparițiune trebuie să ai- —ау V—V bă de resultat reducerea soluțiunei negative la Valoarea positivă aV V'-V‘ Pentru aceasta ne servim de teorema demonstrată mai înainte, n° (145) Schimbăm in ecuațiunea x V x—а V'’ pe x in—x, ceia ce ni dă : -x V —x—а V'; 8a” ÎTK=V’ W Resolvind această din urmă ecuațiune găsim aV х=ѵ^ѵт(ѳ') www dacoromanica ro 147 Problema a căreea enunțare algebrică va fi ecuațiunea (/9), va admite in cașul V Cănd rațiunea r este o cuantitatp positivă, atunci terminii progresiuneî merg crescSnd și progresiunea se qLice crescătoare Esemplu Progresiunea 442 5 8 11 14 17 este o progresiune crescStoarea căreia rațiune este -f-3 Cănd din contra rațiunea este negativă atunci terminii merg scăqLind și progresiunea se o, valoarea terminilor merge crescând im-preună cu distanța locului ce’l ocupa in progresițme Se poate demonstra ușor că in asemenea ipotesă, presupunând progresiunea nelimitată, esistă totdeauna un termin mai mare de căt or-се mărime dată In adevSr, fie A o mărime fixă or-care Dic că vom аѵё a+(n—l)r>A ; căci pentru aceasta va fi de ajuns ca numSrul ordinal n al terminului considerat, să satisfacă relațiunea n>14- r-r (g) ceea ce este totdeaunaposibil intr’o progresiune nelimitată 155 Aplioațiune A găsi in progresiunea aritmetică următoare: 4-1 1,5 2 2,5 3 3,5 terminul al cărui valoare este mai mare de căt (10J6 Vom ave după formula tg) n>1+(Wfcl OjO www dacoromanica ro 155 o , 999999 , , 9999990 bau n > 14 -=—=14 = o,5 5 Sau n> 1999999 Așa dar in progresiunea- -1 1,5 2 2,5 terminul 6 al 2000000',e“ va fi mai mare de căt (10) sau 1000000 156 Problema II Jn or ce, progresiune aritmetică suma a duoi termini ecuidistanti de estremi, este ecuale cu suma estremilor Fie progresiunea 4-a b c d g h k l Avem după definițiunea progresiunilor aritimetice b—a=:c—b=d—c=3 =h—g=k—h=l—к; de unde ecualănd diferințile estreme precum și cele ecual depărtate de aceste, ni va veni b—a=l—к sau b4-k=a4-l c—b=k-b sau c4-h=b4-k d—c=h—g sau d+g=c-|-h ceia ce era de demonstrat 157 Nota Cănd progresiunea aritimetică propusă conține un număr nepăreche de termini, atunci duplul terminului din mijloc este ecual cu suma estremilor In adevăr însemnând prin 2p4-l numerul nepăreche al terminilor progresiune și prin i terminul din mijloc, locul ce ocupă acest termin in raport cătră estremi va fi al (p4-l)lea, prin urmare vom аѵё, comparăndu-1 succesiv cu ăntăiul și cel de pe urmă www dacoromanica ro i=a+pr i=d—pr: de unde 2i=a+l 158 Teorema III Suma terminilor unei progresiuni aritmetice este ecuală cu numerul terminilor immulțil prin semi-suma estremilor Fie progresiunea -’-a b c d g h k l însemnând prin S suma căutată a terminilor progre siunei, vom аѵё, S=a + b + c+d+ +g+h+k+l au ăncă S=l+k+h+g+ 4-d + c+b + a Adunând aceste ecualități membru către membru, ni va veni 2S—(a+l)+(b+k')+(c-|-h)+(d+g)+ +(g+d)+(b+c,-Hk+b) + (l+a), in care după teorema II avem a+l=b+k=c+h=&& j prin urmare vom pute seri, însemnând numărul termi- nilor prin n, de unde 2S=n(a+l); S=n—^-^ceea ce erâ de aretat 4 159 APLICAȚIUNE Problema I A calculă suma a 100 termini din progresiuuea aritmetică a că-reea ănteiul termin esle 3 și rațiunea-}-5 www dacoromanica ro Vom аѵё, aplicând formala prăbedentă, g=1 00^+1) ^50(3+1) in care 1 represintă terminul al 100'1®* al cărui văldare in virtuteă teoremei I va fi 1=3+99 5=498; de unne S=50(3+498)=25050 160 Problema II A găsi suma celor n iniei ter- mini din progresiunea~l 3 5 1 o n( 1 +11 Avem S— -x—? i in care l fiind al n‘lea termin al progresiunei, vom аѵё-l=l+(n—l)2=2n—1, de uride S=n ~ | sau S—n2 161 Progresiuni geometrice Numim pro gresiune geometrică sau progresiune prin cuoțient un țir de cuantități astfeliu bă raportul uneea o*r-care la precedenta sa este un numer constant Cuantitățile carr formează un asemene șir se numesc terminii progresiunei geometrice și numărul constant care represintă valoarea raportului geometric al duoi termini consecutivi or-cari, se numesce rațiunea progresiunei • Pentru a aretă că mai multe cuantități a, b, c, d, e — formează o progresiune geometrică, scriem ■^-a:b:c:d: www dacoromanica ro 158 însemnând prin q rațiunea progresiuneî, vom аѵё după definițiunea dată b c d q=—=-r-=— a b c Cănd rațiunea q este mai mare de căt unitatea, progresiunea geometrică se l terminii progre-siunei merg crescSnd indefinit In adevSr q fiind mai mare de căt unitatea vom pu-tfe pune q=l + a; de unde progresiunea se va seri (l)44a:a(l + «):a(l + «)2:a(l + «/: :a(l + «)i’:a^l-|- a/+*: Formănd diferința intre termini consecutivi, găsim: a^l + «}—a=a« www dacoromanica ro 16ГІ а '1 + а?2—а 1 + а)=а(1 + «1){ -|-а— 1 j=a«(l 4"«) а(1 +«/—а(1 + «2=а 1 -|-а,2(14- aa a(l-j-a)3—a(l -|-«)2=aa(l 4-«)2^>aa a(l -}-«)"—а(14-«Л‘ — aa(i 4-a)“"1>a« Adunând ni va resultâ: a(14-«)“—a>naa sau а(14-«)п^>«4"па« (s) www dacoromanica ro 161 Espresiunea membrului al duoilea al acestei neecu-alități poate deveni mai mare decăt or-се cuantitate dată A, căci pentru a satisface neecualitatea a-j-naa>A va fi de ajuns a indepliui condițiunea A —a a« care e toț-deauna posibilă, cănd presupunem progresiunea nelimilată Așa dar terminul general a(14-«)n care este mai mare de căt a=naa, va putfe cu atăta mai mult de vini mai mare de căt or-се mărime dată A 164 APLICAȚIТОЙ Problemă A inserâ intre duoe numere a, bun numer m de mt a atunci raportul— este>l & Rațiunea mf1 r 1^/*’ ~b este ea insași in acest cas>l Se poate ănsâ inserâ intre a și b un питёг m in- destul de mare de medii geometrici, pentru ea eScesul rațiunei asupra unităței să fie mai mic de căt o cuantitate â, or căt de mică ar fi aceasta www dacoromanica ro 162 In adevgr putem pune mti Г=РЧ- rin urmare pentru îndeplinirea condițiunei (t-), va fi te ajuns а аѵё l+(m+l)*>4; a> de unde b sau încă — —1 a m> — — — 1 d Așa dar pentru ea escesul rațiunei r asupra unităței să fie mai mic de căt o cuantitate dată 6, va fi de a-juns ca numerul m al mediilor inserați să fie mai a mare de căt l, prin urmare vom pută pune r—1+«, de unde progresiunea propusă se va seri : y-;a:a(l-)-re):a(14-re)2: :a(l-|-a)11:a(l-|-n:;n+1: & (2) Formând diferința intre terminul general a(L-j-)rzu+1 și "precedentul seu, avem : a(l — a (1 a)n=a«(l + ți)11 In această espresiune a, representănd escesul rațiu-nei r asupra unităței, poate fi or-căt de mic vom voi; căci este de ajuns, pentru aceasta, a presupune că intre terminii consecutivi ai progresiunei (1) s’a inserat un număr îndestul de mare de mecjLii geometrici A-atunci cuantitatea a l Presupunând că numărul m este îndestul de mare, seim că rațiunea q va pută tot-deauna satisface la condițiunea q-l de unde A=BC Luănd logaritmii ambilor membri ai acestei ecualități, ni va veni lgA=lgBC=lgB + lgC; de unde IgC—IgA—IgB A sau Ig £ — 'gA—IgB, ceea ce eră, de demonstrat 180 Nota Teorema II se poate demonstra direct ca și teorema It In adevăr punSnd A=qn vom аѵё lgA=nr, lgB=pr și A=5 =qn p de unde lg^-=lg a fi, eu ajutorul logaritmilor, înlocuită printr’o sustracțiune, 3" Fie acum x=a>n www dacoromanica ro 180 Luând in coloana Log logaritmul numărului a și immulțindu-1 prin m vom căpăta după teorema 111 loj garitmul potenței a mn a lui a adică logaritmul lui x Numărul din coloana Num care cbrespunde acestui din urmă logaritm va fi valoarea numerică a lui x Vedem că in acest cas pentru determinarea cuantităței x, operațiunea redicărei la potența cuprinsă in espresiunea a , fsZe, prin propietatea logaritmilor, înlocuită prinți’o simplă immulțire 4° Fie in fine propus a calcula o espresiune de forma In coloana Log vom găsi logaritmul numerului a prp care impărțindul prin indiciul m al rădăcinei vom căpăta in virtutea teoremei IV logaritmul lui x Numărul din coloana Num care va corespunde la acest din urmă logaritm va fi valoarea numerică a cuantităței x Vedem astfel că pentru delermiuareu lui x operațiunea eslragerri de rădăcina, cerută a se efectua asupra numărului a e-ie prin proprietatea logaritmilor (teoremă IV', înlocuită prinlr’o simplă divisiune 184 Logaritmii vulgari sau (li'cimali Propietățile logaritmilor cuprinse in teoremele precedente sunt comune tutulor sistemelor de logaritmi, și din esemplele generale ce am considerat mai sus, putem a ni face o idee despre importanța unei table de logaritmi or-cari, pentru esecuțiunea calculelor practice Pintre diferitele sisteme ănsă, cari se pot imagina in număr infinit, sistema logaritmilor cu basa фесе numiți logaritmii vulgari sau decimali (*), are proprietăți particulare, cari presintă avantage prețioase (*) Logaritmii vuigarl se mai numesc și Logaritmii lui Briggs de pe numele matematicului ingles ca e a constfuit cel ănleitt o tablă de logaritmi in această sistemă, (1624) www dacoromanica ro 181 in aplicațiunile numerice Această sistemă de logaritmi este definită prin sistema progresiunilor următoare: T-l:10:10’: IO3: IO4: 0 1 2 3 4 sau intr’fin mod mai general prin: 0,001:0,01:0,1:1:10:100:1000: —3 —2 —1,01 2 3 Putem concepe ușor posibilitatea construcțiunei unei table de logaritmi in această sistemă Pentru aceasta este de ajuns a presupune că am efectuat un șir de inserțiuni succesive, ae căte un singur me ă regula relativă la determinarea caraeteristicei, Ig 310=2,49136 lg3100=3,49136 lg3101=3,49150 lg3102=3,49164 lg3117=3,49374 Nota In luarea celor de’ntSiu duo6 decimale din coloana O este de observat cașul cănd cele trei de pe urmă cifre din coloanele următoare sunt însemnate cu o steluță Atunci cele duo6 decimale de la început cari se refer la acestea sunt înscrise in linia imediat următoare Vom аѵё astfeliu pentru numerele 3164, -3236, 3315 : M lg3164=0,50024 M lg3236=0,51001 M lg3315=0,52048 Logaritmii compleți ai acestor numere vor fi : lg3164=3,50024 Jg3236=3,51001 lg3315=3,52048 In fine coloana din urmă însemnată Dif conține di-ferințele ce găsim intre duoi logaritmi consecutivi in trecere de la o coloană la următoarea Aceste dife-rinți cărora li se dă numirea de diferinți tabulare, sunt dar crescerile ce primesc logaritmii numerilor de 4 cifre cănd aceste numere înseși cresc cu o unitate Pentru fie-care din aceste diîerinți comune la mai mul-ți logaritmi consecutivi urmează de desubt duoe mici coloane despărțite printr’o linie verticală Dintre acestea una www dacoromanica ro 189 conținp in ordine naturală numerile 1, 2 3 9 cari 12 3 9 io’io’io ’' io,ceea represintă prin abreviare fracțiunile laltă conține productele acestor fracțiuni prin diferința tabulară respectivă, cărora li șe dă numele de părți proporționale Astfeliu in tabelul alăturat subt diferința 14 de esemplu vedem scris in mod corespundetoriu: 1 și 1,4 adică productul 14 ț^-=1,4 o 2 și 2, 8 14^-=2,8 &&, 188 Trecem acum la resolvirea celor duoă probleme principale cari șe presintă in or-се calcule efectuate prin logaritmi, 189 Problema I, Un numer or-care fiind dat, a găsi logaritmul seu cu ajutorul tablelor Distingem duoă cașuri, după cum numărul propus, este mai mic sau mai mare de căt limita tablelor de cari ne servim 1° In cașul ăntăiu numărul poate fi întreg,, fjecimal sau o fracțiune Qecimală 1° Fie cerut a găsi logaritmul numărului de trei cifre 389 Acest număr fiind cuprins intre 1 și 1000 căutăm in partea ăntăia a tablelor unde găsim (pag 2:) coloana N numărul 38 Inaintăndu-ne orizontal pănă la coloana 9 aflăm 8995 cari snnt cele patru decimale din urmă ale mantisei logaritmului căutat Pentru ăntăia decimală găsim cifra 5 in coloana O Astfeliu avem: lg389:=2,58995 Nota Logaritmul acestui număr se află asemene in partea а II" a tabelor pagina 15 Avantagiulănsăce a www dacoromanica ro 190 vem de a ne servi de partea ia pentru numerile compuse din trei cifre, este că in loc de 30 avem de căutat numai in 4 pagine Fie acum un număr cuprins intre 1000 și 10000, spre esemplu numărul 8916 Pentru a găsi logaritmul acestui număr facem abstrac -țiune de cifra din urmă și căutăm numărul 891 pe care’l aflăm in tabla II, pagina 32, coloana N Ne ina-intăm apoi orizontal in linia ecestui număr pănă la coloana 6 in care găsim *017 Antăia cifră la stânga fiind însemnată cu o steluță, suntem preveniți că cele d’intăiu duoă «decimale a le mantisei logaritmului căutat se află in coloana O in linia imediat următoare Avem in acest mod : lg8916=3,95017, 2° Numerul propus este un numer Qecimal Fie spre esemplu de găsit logaritmul numerului 32,19 Partea întreagă a acestui număr fiind compusă din duoe cifre, caracteristica logaritmului seu va fi 1 Pentru determinarea mantisei avem relațiunea cunoscută care ni dă: M lg32,19=M ]g3219; de unde lg32,19=l -J-M lg3219 («) In tabelul precedent aflăm: M lg32,19=0,50772, prin urmare vom ave: lg22,19=1,50772 Generalisănd relațiunea («) putem formula regula următoare: Logaritmul unui numer decimal se formează adăugind mantisa logaritmului acestui numer, considerat ca intreg, la caracteristica relativă la partea sa întreagă Vom аѵё astfeliu: lg3,219=0,50772 3o Fie propus a găsi logaritmul unei fracțiuni decimale Acest cas se poate totdeauna reduce la precedentul www dacoromanica ro 191 immulțind fracțiunea printr’o potență a lui 10 Immul-țirea ănsă a unui număr or-care printr’o potență a lui 10 măresce caracteristica logaritmului cu numărul de unități cuprins in esponentul acestei potenți Prin urmare pentru a forma cu ajutorul tablelor logaritmul unii fracțiuni decimale, va fi de ajuns o o irnmulți printr’o potență suficientă a lui 10, spre a o transforma inir’un numer decimale cu o cifră la partea sa întreagă, a scade din resiiltat gradul potenței respective a lui dece Vom аѵё astfeliu: lgo,3219—lg3,219+r; in care 1 este esponentul scăzut a] potenței ăntăia a lui 10 cu care am immulțit fracțiunea 0,3219 pentru a o transformă in numărul (Jecimal 3,219 Substituind lui lg3,219 valoarea o,50772; căpătăm : IgO, 3219=1,50772 («') Vom avă asemene: lgO,O3319=lg3,219 + 2=2,50772; («") lg0,003212=lg3,219+3= 3,50772 (a"') Esaminănd in ecualitățile («'), («") («"') modul for-mărei logaritmilor fracțiunilor 0,3219 0,03219, 0,003219, putem enunța următoarea regulă: Logaritmul unei fracțiuni tjecimale se formează a-dăugend cătră caracteristica sa negativă (ecuale cu numerul ordinal al lacului ce ocupă cea ănteiu cifră semnificativă după virgulă), mantisa logaritmului numărului ce căpătăm cănd facem abstracțiune de virgula fracțiunei Trecem acum la al duoilea cas cănd numărul propus este mai mare de căt limita tablelor Fie, spre esemplu, de găsit logaritmul numărului 32857 Acest www dacoromanica ro 192 питёг fiind mai mare de căt 10000 care formează limita tablelor lui Lalande, il vom reduce la această limită impărțindu-1 prin ăntăia potență a lui 10 Vom pută seri : Ig32857=lg3285,7 + l=4-}-M lg3285,7, in care numărul (Jecimal 3285,7 fiind cuprins intre nu-merile intregi consecutive 3285 și 3286 logaritmul seu se va afli insuș cuprins intre logaritmii acestor numere Luăm mai ăntăiu in table logaritmul numărului 3285 care este imediat mai mic de căt 3285,7 Găsim : M lg3285=0,51654 Ansă M lg3285,7 va fi învederat ecuale cu M Ig3285-plus o creseere necunoscută corespunqletoare la cresce-rea in număr de 0,7 Pentru determinarea acesteia admitem proposițiunea- următoare : Crescerile mici ale logaritmului sunt proporționale cu crescerile corespun-detoare ale numerulu'1 (*; Aceasta ni duce la pro-porțiunea: Л 1 sau x=o,7 X A, in care A represintă in mod general diferința tabulară relativă la logaritmii consecutivi intre cari este cuprins logaritmul căutat Această diferință nu ё altă de căt crescerea ce primesce logaritmul unui număr cănd acesta cresce cu o unitate In ecsemplul de față avem: A=lg3286—lg3285=13 unități de ordinea a 5®“ decimală; pri urmare x=l 3x 0,7=9,1 (“) kceasță pi oporf tonalitate intre crescerile logaritmului și acele ale numărului este numai aprocsmativă E* se basaaă pe o proprietate geneială a funcțiunilor continue, cuprinsă in formula f(X-J-h)—f x)=A h, care esisiă in mod foarte apracsimativ, cănd crescerea h este foarte mică, șt a căreia demonsfrafiune șe dă de oidmariu in teoria funcțiunilor derivate sau in calculul diferențial www dacoromanica ro 193 Dănd calculului disposițiunea ordinară vom аѵё: lg3285=3,51654 0,7 9,1 lg3285,7=3,51663, de unde lg3285 7=4,51663 Fie ăncă propus a găsi logaritmul numărului 335897 Pentru a reduce acest număr la limita tablelor, il vom împărți prin potența a 2* a lui 10, ceia ce ni va dâ: Ig335897=5-|-M lg3358,97 (£) Pentru a forma M lg3358,97 va trebui cătră M lg3358 a adăugi crescerea in logaritm x corespun =-5 (5) Aice distingem duo6 cașuri după cum avem r-4->0, 2 -A 0, 2°b?—4ac 0 jb>0 c>0 10 lb 0 c 0 ceea ce dă in totul patru cașuri particulare www dacoromanica ro 211 In cașul antSiu b, c fiind positivi, avem învederat b3—4ac —b; de unde x'>0, x" b de unde x’>0 x" O,eprin urmare Уb2—4ac 0,x"^>0 Resumănd aceste resultate vom capatâ tabelul următoriu: a>0 1° b>0 c>0; Vb2—4ac —b; x'>0, x" 0 c b; x'>0, x" О;УЬ2—4ac 0, x">0 Da ă comparăm semnele ce au rădăcinele x', x" in cele patru cașuri esaminate cu semnele corespuncjetoare ale terminilor ecuațiunei ax2+bx+c=0, și dacă numim variațiune schimbarea de semn ce întâlnim cănd trecem de la un termin la următor d in e-cuațiune, și permanență repețirea aceluiaș semn pentru duoi termini consecutivi, atunci vom риіё enunță propo- www dacoromanica ro 212 sițiunea următoare, care poate servi ca regulă practică pentru recunoascerea a priori a semnului rădăcinilor unei ecuațiuni complete de al duoilea grad O ecuațiune de al duoilea grad ax2+bx+c=O care satisface la condițiunea b2—4ac>0, are atâtea rădăcini posilive călevariațiuni și atâtea rădăcini negative câte permanențe Esemplu Fie ecuațiunea numerică 3x2—5x -f- 2=0 Condițiunea b2—4ac>0 este aici satisfăcută, căci avem 52—4 3 2=25—24=1>O După proposițiunea precedentă, putem afirmă că această ecuațiune are două rădăcini positive, căci presintă două variațiuni, una in trecere de la terminul ăntăiu la al duoilea și ceialaltă de la terminul al duoilea la al treilea In adevăr aplicând formula generală —b+ IA>2—4ac X~ 2a ’ „ • , 5 + У25—24 • găsim x= — =+l „ 5-Ѵ25-2Г , 2 X~ 6 І=+з' ceia ce verifică proposițiunea mai sus enunțată 202 Nota In cașul ce esaminăm caracterisat prin condițiunea b2—4ac>0 membrul ănteiu al ecuațiunei ax2+ bx+c=O se poate pune subt forma diferinței a doue patrate www dacoromanica ro 213 In adevăr putem seri : Г Ъ c ax2 4- Ъх+c=aj x2 -I-x4->= O a â> J ( 1) p Ț^2 ч ““ “!+Ьі+о=“Г+т;£+4>"+Т-4а>}=0 xx 9 , к , / / , b \2 b2—4acț sau ăncă ax2 -|-bx4-c=a ț |x-|-— I — -—>=O ' \ 2a/ 4a2; ) ansă b2—4ac>0, prin urmare vom pută pune b2—4ac=k2 de unde ax2-|-bx4-c=a ceea ce erâ de aretat П Trecem la al dtwilea cas principal, in care avem b2—4ac ansă prin ipotesă 4ac—b3 este zero prin urmare ceea ce erâ de aretat 205 Resumănd resultatele obținute in discusiunea celor trei cașuri principale ale formulei — b + ]/ b3—4ac X 2a ’ vom ave: 1° ba —4ac^>0 Rădăcinile x, x" ale ecuațiunei ax2-ț- bx-ț- c=O sunt reale și ănteiul seu membru ie forma diferinței a duoe patrate 2° ba—4ac sau 0 =0 I Rădăcinile x', x" fiind reali și neecuali să presupunem că x'este rădăcina cea mai mică și x" ăea mai mare Atunci este in vederat că intru căt valoarea variabilei x va fi 0 semnul trinomului ax8-|-bx-|-c este contrariu sau ecuale cu semnul terminului ăntăiu, după cum valoarea variabilei x este sau nu, cuprinsă intre rădăcinile x' X", ceea ce este conform cu enunciul teoremei II Cănd rădăcinile x', x" sunt ecuale atunci relațiunea (r') se reduce la axs + bx+c=a(x— x')8 sau ax84”bx-|-c=;a b căci pentru b8—4ac=0, avem x'=x"=—— In acest cas www dacoromanica ro 222 vedem iarăși că semnul trinomului ax’-|-bx-|-c este a-celaș cu semnul terminului ăntăiu, pentru toate valorile lui x mai mici sau mai mari de căt x' Pentru valoarea unică x=f=x' trinomul se anulează III Cănd rădăcinile x', x" sunt imaginare ceea ce se intămplă cănd bs—4ac este Z’-AZ+^-=O (10) de unde Z=A+ IZA2 В А + ГА2-В 2—V 442 Observând că rădăcinile ecuațiunei (10) sunt inseși numerile căutate x și y, vom аѵё: А +УА2-=В X=- 2 A—VA2—В У“ 2 de unde relațiunea (6) va deveni Transformarea din al duoilea membru va presintă avantage cănd cuantitatea A2—В va fi un patrat e-sact In asemene cașuri punSnd A2—B=k2 avem: 216 Esemplu A transformă espresiunea Vom аѵё: 1/5+1 V10+1/2 “Vi" = 2 www dacoromanica ro 226 217 Aplicațiwn/t Problema I A găsi adâncimea unei fântâni cunoscend timpul l ce se strecoară intre începutul răderei unei petre și minuntul in care se aude vuetul ce produce pealra ajungend in fundul fântânei Pentru punerea problemei in ecuațiune observăm că timpul t se compune din duoă părți: din timpul in A care se esecuță căderea petrei din A in В și din timpul in care se comunică sunetul din В in A însemnând ăntăiul prin t, și al duoilea prin ț> vom аѵё: t!-}-t2=t, (ai x ^2 В care este insași ecuațiunea problemei Ne remă-ne numai a introduce in această ecuațiune adâncimea x care este adevărata necunoscută, eliminând pe tj și t2 cari nu sunt de căt niște necunoscute auxiliare Pentru aceasta ne basăm pe legile căderei corpurilor și a propagațiunei sunetului Seim că spațiele descrise, in căderea corpurilor, suni proporționale cu pătratele timpurilor, iar in propaga-țiunea sunetului, proporționale cu timpul simplu în semnând dar prin spațiul percurs in prima secundă a căderei și prin v repegiunea sunetului adică spațiul ce percurge sunetul intr’o secundă, vom аѵё relațiunile : x t,2 gt2, —=-r-sau x=° , g 1 2 2 -~=i sau x=vt2 (7) Din relațiunile (J3), (7) deducem www dacoromanica ro 227 de unde ecuațiunea (a) va deveni: Redicănd ambii membri ai acestei ecuațiuni la patrat, ni va veni: sau sau ăncă ecuațiune definitivă a problemei propusă Aplicăndu-i formula cunoscută vom аѵё : sau ăncă x=v (*") Discusiune Formula ni dă o duplă valoare pentru necunoscuta x Prin natura cuestiunei ănsă x nu pote аѵё de căt o singură valoare Dintre cele duoS valori cuprinse in formula precedentă, ca-re-i dar adevărata valoare a necunoscutei ? www dacoromanica ro 228 Pentru aceasta observăm că in virtutea formulei (7) x=svt2 in care t2 l www dacoromanica ro 233 N0ГА In acest cas aplicafiunea formulei- generale ni-ar dă: 5 +1/5»—4 î5^T~ X 2 ion Această formulă are,-încovenientul de amari eroarea ce se comite in calculul valorei numerică a fadiccChilui V5*—4Âo* ; •căci daca s esle acea eroare, atunci determmafiunile ledăctnilor se x" vor fi afectate de eroarea cu mult mai considerabilă 10a t- Procediul întrebuințat in asemene cașuri este următorul s Se pune ecua/iunra propusă subt forma X2 X^-1 XL (î) 5 5 10” - Ducând rrceaetă din urmă valoare in locul lui x trt al duoilea mem-tu al ecuațiunei (У) ni va veni: 5 58IOn 5s,10s“ 57 102u 112' 3 5 53 10u 55 * 102n ■negl'igligend terminul din urmă Continuând astfeliu vedem că valoarea numerică a uneia din rădăcinile ecuațiunei (/) se va pute determina eu o aprocsimafîune or-căt de mare V6m vâî, Această rrretoa-dă poartă nume de metoda aprocsiinați anilor succesive însemnând prin ar rădăcina determinată in acest mod, adoua rădăc'uă ■d" se va deduce din relațiunea x"-f-x'=—5 10° 41 g bra 16 www dacoromanica ro 234 3° A resolvi ecuațiunea ах2п-}-Ъхп+ c=0 4° A resolvi sistema £-|-y=a х2+у»=Ъ» JNota Necunoscutele x, у se determină ușor cu ajutorul unei ecuațiuni aucsiliare de al duoilea grad de forma Z«—AZ-J-B=O 5° A resolvi ecuațiunea x+|/ x —a e 7 2a+l + |/4ă+f Soluțiune: x= -— - Cuestiuui de maximum și de minimum 219 Când o cuantitate variabilă trecgnd printr’un, șir de valori ascendente sau crescStoare, incepe a des-cresce, se cjice atunci că trece printr’un maximum sau printr’o valoare maximum Astfeliu o valoare maximum a unei cuantități variabile este o valoare mai mare de căt toate valorile vecine, precedente sau următoare Esemnlu Aria cercului de secțiu- M ne a unei sfere de ra p—c b=c www dacoromanica ro 238 ceea ce ni arată că dintre toate triunghiurile cari au a-c elaș perimetru fi aceeași basă triunghiul isoscel este triunghiului căruia suprafață este maximum 224 Teorema II Spre a impărți un numer a in duoe părți astfeliu ca suma pătratelor să fie un minimum, trebuie a’l impărți in doue părți ecuali însemnând prin x si у părțile numSrului s suma pătratelor lor vom аѵё x+y=a (1) s=x2+ys‘=x24~(a—x'8; a și prin au Această din urmă relațiune ni arată că valoarea lui •s va fi minimum cănd partea variabilă din al duoilea membru va fi ea insași minimum, а sau x=— Ansă atunci relațiunea (1) ni dă asemene ceea cc era de aretat 225 Aplicațiune Dintre toate dreptunghiurile al căror perimetru este o cuanlliale constantă 2p, care esle dreptunghiul a cărui diagonală este minimum? Insemnănd prin x, // dimensiunile drept- А В ungiului și prin d diagonala, vom аѵё ~7| 2x-|-2y=2p sau х+у=р, ( -— țy) 8 in care m', m“ sunt rădăcinile ecuațiunei 9m*—44m—12=0 (g) Resolvind-o găsim m»= 0,259 m'=4-5,148 Valorile variabilei x fiind prin ipotesă reale, productul 9(m—m')(m—m") de supt radical va trebui să fie positiv Pentru aceasta m va trebui a nu fi cuprins intre m' si m", căci atunci in virtutea teoremei (213) valoarea trinomului 9m2— 44m—12 are un semn contrar cu semnul terminului ăntSiu 9m2, adecă este negativă www dacoromanica ro 244 Prin urinare valoarea m a fracțjunei propuse v>a admite duoă serii de valori, una descresătoare jncepănd cu m' și tinqlăind cătră—oo și alta crescătoare incepănd cu m" și mergănd cătră +oo Dintre valorile lui m care compun ăntăi serie, valoarea inițială m=m’=—0,259 care anulează trinomul de supt radical este un maxi-«ui fracțiunei 4x«—6x4-3 Valoarea variabilei x corespunqletoare la acest maximum și care se deduce din formula (/), este : x=—3~0,y9+6=4-0,652875 O De asemene valoarea inițială m=m”=?5,148 a seriei a duoa este un minimum, pentru care formula (y) ni dă 5 5,148+6 x= g -=2,6805 Interese compuse 230 Definițiune Numim in mod general interes sau dobândă profitul bănesc ce primesce o persoană M de la o alta V pentru usul ce face această din urmă cu un capital C luat cu împrumut de la cea de’ntăi pe un timp t determinat împrumutul insuș se numesce atunci imprumul cu interes sau cu dobândă împrumutul se +^- Pentru valoarea unui capital C după n=m 3604-t (Iile, vom аѵё prin urmare C(14-x) w=c(l 4-p')m+» sau Cn== C(14-p')“^(*) ceea ce era de aretat 233 Nota II Cănd n este un număr fracționa-riu de'in ani plus t (Jile, valoarea crescută a capitalului C imprumutat cu interese compuse, se mai calculează in modul următoriu Se determină mai ăntăiu după formula (a) valoarea capitalului C pentru numă-~rul intreg de m ani, ceea ce ni dă Cm~C(14-p')m- (?) Valoarea completa Ca a capitalului C după numărul fracționariu de n ani se consideră ca fiind compusă din Cm plus interesul simplu al acestei sume relativ la intervalul de t de unde formula (d) devine p p I p P p f i i P “ + m 360 ” ( + 360' J sau C0=C(l+pT[l+^] M 234 Afară de problema principală a împrumutului cu interese compuse care ne-am propus’o la ince-ceput, formula (re) poate servi ăncă la resolvirea altor trei probleme cu ajutorul logaritmilor Problema I Care-i capitalul, care împrumutat fiind cu interese compuse si cu proceM (р^ІООр), a~ lunge după n ani a ave o valoare dată Cu? Insemnănd prin C capitalul căutat, formula Cn =C( l-J-p )n ni va dâ Cn (1+pT sau lgC=lgCn—nlg(l + p') U) Esemplu A calcula valoarea actuală a unui capital care pus fiind cu interese compuse pe timp de 12 ani și cu (9=4 00p') procent devine ecuale cu 12,300 lei- www dacoromanica ro 249 Cn —Л 2300 Avem п’~ $ —л nq F 100 1 + p’=l,09 și lg(14-p’)=0,03743 n=12, nlg(l -|-p' =0,44916 de unde lgCn=4,08991 -^nlg(l +pj= 1,55084 lgC=3,64075 lg4372= , 68J[4372 (l+p')n 1 Observând că al duoilea membru este suma terminilor unei progresiuni geometrice crescătoare in care intăiul este a și rațiunea (1 + p'), ni va veni Atl+1+РТ-Л sau 1 J -A p (1) Resolvind, in privința anuităței a, vom ave a=Ap-(l+p 2» (l+p')n 1" (*) In adever апіёіа anuitate a, adică anuitatea ce se plătesce la finea ănteiulni an, fiind plătită cu n-l ani înainte de terminal împrumutului ajunge in ф’оа scadenței1 la valoarea a (lț-p')“—1 Anuitățile a 2», a 3a, & reportate catră cjioa scadenței ecuivalează asemenea respectiv cu sumele a (lț-p')n—2, a (bț-p')n—3 & www dacoromanica ro 253 Nota» Această formulă fiind o relațiune intre patru cuantități A a,p’,n poate servila determinarea uneia or-care dintre ele cănd celelalte trei sunt cunoscute Aplicațiuni Esemplul I Care-i anuitatea care in 7 ani na- amorlisa suma de fâOO galbeni împrumutată 374265 <»,4222964-n~0,0 374285 11,28 Nota Valoarea fracți ouară a lui n ni arată că in acest casacuitarea datoriei'nu se poate efectua, in mod complet prin anuități Pentru a determina restul de plată din datoria de amortisat după a unsprezecea a-nuitate, va fi de ajuns din valoare la care ajunge suma împrumutată după 11 ani, a scade totalul celor 11 anuități luate cu interesele lor compuse Vom ave astfeliu cajculănd prin logaritmi după formulele cunoscute ; 3800(1,09) “=9805,62 550-(10 09 1 =9658’18- Restul după aii* anuitate=l47,44 galb 239 JProblema II O sumă a este dată cu interese compuse și cu p=dOOp' procent la începutul fiecăruia an‘ se întreabă căre-i capitalul ‘care va resultd, după n ani, din aceste anuități sau împrumuturi anuale succesive ? Valoarea anuităței antei a după n ani va fi a(l+p')n; a anuităței a duoa după in—l)ani ail + p')n—1 a anuităței a treia după (n—2) ani a(l-|-p(jn—3 a anuităței a (n—1)" a(l— p )* a anuităței an* a(l+p') Insemnănd prin A capitalul căutat, vom ave www dacoromanica ro 255 А=аЧ+p‘)+a(l + p7+• + a(l+рТ1 1 + a(l + Р'Д sau A=a(14-p-)[l + (l+p')+(l+p i'2+ -+'l + p')n 11 sau ăncă: A=;a(14-p'j^”^^ * (3) P 240 АрІіСОфі/шѣе Care-i capitalul de care ta dispune după 4 ani o persoană care in cursul acestui interval, dă la începutul fie cărui an cu interese acumulate cu (6=100p') procent, suma de 12950 lei ? Aplicând logaritmii la formula I3), ni va veni: Ig A=lga+IgU+p'J+lg([ 1 + p',h - 1 ] - Igp' in care avem a=12950, p=^^=0,06, n—4 D& unde lga=4,1122698 lg(l+p')=O,0253059 Jnlg 14-p9=0,1012236 lgTi+p’)n—1)=T, 4190912 | (l+p')«—1=0,262477 -lgp'=l,2218487 lgA=4,7785156, A=60050' 37 JVoia Determinarea sumei A se mai poate face in modul următoriu fără ajutorul logaritmilor 12930 V«/<ne« inițială a anitilă/ei 777,00 Interesul de 60|0 13727,00 Valoarea anuităței după un an 823,62 Interesul de 60/a 14550,6- Valoarea anuităței după 2 ani 873,04 Interesul de 60]o 15423,66 Valoarea anui,lă(e\ după 3 ani 925,42 Interesul de fiO|<ț 76349,08 Valoarea (tnudă/ii după 4 ani, sau valoarea finală a primei aniiilăf'i Totalul A a căte-patru anuităților crescute prin acumularea intereselor, pentru ant6ia in intervalului a 4 ani; pentru a 2» in intervalul a 3 ani; pentru a 3“ in intervalul a 2 ani și pentru a 4" in intervalul unui an, se capătă ușor cu ajutorul tabelului precedent care conține tonte aceste valori www dacoromanica ro 256 Avem 16349,08 pentru la anuitate 15423,66 2“ 14550,62 r 3“ 13727,00 4“ „ de unde A= 60050,37 232 Problema IJLI Doue suine a, b suni de plată una după m alfa după n ani; se întreabă cărei suma unică ce fa trebui a plăti peste s ani pentru a acuila ambele datorii, y=^IOOp' fiind procentul și interesele fiind' compuse ? Pentru deslegarea acestei probleme observam că insemnănd prin a' valoarea actuală a sumei a de plată după m ani și prin b’ acea a sumei b de plată după n ani, vom pute seri, in virtutea formulei intereselor compuse, a— a'(l-J-pV‘ Ь=Ъ'( 1 -f- p ’ , a b sau a == , ’ b'=, , (t + P/m (14-p )“ După s ani vom ave b''1+p')'=‘1+țp)„)1’=b(i+p) -de unde suma necunoscută x se va determina prin formula x=a 1 + p'/ + Ъ( 1-f-p")”—”• FINE www dacoromanica ro www dacoromanica ro